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EXERCICE 1 : Suite et fonction

1)
1 3 1 2 ! 1 2 . "
Ona: P,(x) :EX +EX +x+let P, :EX +X+1letenfin P, =x+1
La représentation de la courbe est facile.
2) a)soit une fonction polyndme réelle de degré nP(x)=> ax', a, =0
i=0
i n-1 .
P'(x) =) ia;x'"" qui est un polyndme de degré n-1
i=1

Donc cette condition n’est pas satisfaisante par une fonction polynome a variable
réelle

b)Ona:

1 1 1 1
fo(x x+fx_—x+x+fx+x+x+x+1 P, (x
(X) = ()6 5 ()6 5 (X)

X
¢) Montrons par récurrence que : Vne IN, f (x) =) —

0 0
Ona: fo(x)=2%:l et f (x)=1

0

Supposons que : f, (x) = Z% pour n>0.1l vient :

0

n X n+1 n+1 l
fx+1(X)=fx(X)+ — EO:F (n+1)|—20:— Donc: Vne IN, f,_(x) = Z—
d)
10 2i 10 2i—1 9 2
fio(2) = ;. f' (2) = z( ~)! ;_!_fg(z)
21 4

Dot : fip(2)— ' (2) = (2 - fy(2) == =——
ot : f,0(2) = 1y (2) = ()= 1:(2) = = 77—

EXERCICE 2 : Plan complexe

Valeurs éventuelles de z telles que A, B et C ne soient pas distincts deux a deux
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5 {z:z2 { 2(z-1)=0
= =

7,=1
Z, =1, 7=17° 2(z-D(z+1) =0

A

Ona: zA:zB:zC<:>{

=z=0o0uz=-1ouz=1donc ze{-101}

Partie E des points A de P telle que A, B et C soient alignés

B A

E={A(z)e Prie?r ez, 22, # zc}

Ona: Ze=%a _2@=D@+) _, 0 cory ¢{-101}
Z. -1, 2(z-1)
2o — 17, X#-1

D’ou : =z+1=x+1+iyeER*:>{

Zp—1Z, y=0

Donc:E={A(z)e P;z=x+iyavec (x,y)eiRzlx;t—lety:O}

Montrons que A, B et C ne peuvent pas appartenir a un méme cercle centré en O
autre que le cercle de centre O et de rayon 1

Pour cela, supposons que A, B et C appartienne au cercle centré en O
(T,):x*+y®>=n’/neR, etmontrons que n e {01}

Ae(l“ﬂ<:>HCﬁH=n<:>|2|=n

Be([,) < HJBH: n< ‘zz‘ =n

—

Ce(r,)e |OC

:n<:>‘z3‘:n (1)

W =>n=n=nn-D(n+1)=0=n=00un=1

Conclusion : A, B et C ne peuvent pas appartenir a un méme cercle centré autre que
les cercles de rayon o0 et 1

4) On veut que le triangle ABC soit rectangle en C. Montrons que A doit appartenir au

cerclel” de centreQ(—% ,0) et de rayon % privé des point a préciser .

_— — 2 J—
ABC est rectangle en C si et seulement si Zoml i or Brfe . ? (i-2)
Z, -1 z,-2. 2(1-2)A+72)
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— H 2 2
Donc VZ%{-].,O,].}, Zg _Zc _ VA _ x+|y_ _ X +)£ +x2 . ); :
Z,—2. Z+1 XxX+1+iy (X+D)°+y (X+D)°+y

2 2
Zo —Zp  .ow X®+y®+X
Done 28 7%¢ ¢jR* o X TV *X

: 2:O<:>x2+x+y2:0c>(x+£)2+y2:l
Z,—1Zc X+ +y 2

4

Conclusion : A doit appartenir au cercle

I' de centreQ(—% ,0) et de rayon % privé des points d'affixes-1,0,1 .
5) Partie G de P pour que z. e R’

On a: z. =2° =(x+iy)® = x> =3xy* +i(3x’y - y°)

. = 2_y? = x>0 x<0
DonczceiR+<:>{y 0 oudx” —y 0<:>{ {

ou
x* —3xy* >0 y=0 |y®=3x?

Conclusion : A doit appartenir a la partie G de P définie par
G= {A(z) eP;z=x+iy/(x>0 et y:O)ou(x<0 ety? :3x2)}

6) Lieu I des points A pour lequel le triangle ABC est isocele

*ABC isocéle en A ssi

KBH ) HKCH S 2a-2a| =20 ~2e[ & |2(2 D] = |2z -2 +1)

Or |z+] =1 (x+1)2+y> =1

** ABC isocele en B ssi

BTA” =HBEH S |z24 - 25| =|2c — 25| & |2(z-1) =‘zz(z—1)‘
Or |7=1ex*+y?=1

*** ABC isocele en C ssi

SAHZHSBHQPA — 2| =25 — 2. | & |2(z +D)(z -) =‘22(z—1)‘
1
Or |z+]4:|z|<:>x:—5

Conclusion : I= {A(z) eP/(x+D*+y? =loux®+y® =loux= _%}

7) Forme exponentielle des points éventuels a tels que ABC soit équilatéral

ABC équilatéral ssi
N N N ATB:A_E: _ 1 X:_% X:—% X:_%
AB| =|AC :HBcH@ R = B REPEN = ou
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27 A
1 1

—e'3 _e'3
z,=€3% ouz,=¢e

Exercice 3 : Majorations

1)

Ona: f'(x)= = |f'(x) = <1l= WX, yelR | TF(X)—- f(y)[<|x—y
1+ x? | | V1+x? | <=y

2)

9| <M =-M <g(x) <M = -M(y—x) <G(y)-G(X) <M (y—X)
=[G(y) - G(x)| < M|y - X = [G(x) - G(y)| < M[x - Y|

3)

Soient k, etk,, deux élémentsde P .On a:
(ks + k)00 = (ky + ko M) < [k, (%) =k, (9)] + [k, (0 + K, ()]

< (A, +4,)x-Yy| Donc k;+k, eP

4)

|k1(k2 (X)) =k, (k, (y))| < ﬂ‘kl |k2 (x) -k, (Y)| < ﬁ“kl '/1k2 |X - Y| . Donc, k1 © k2 eP
5)
. 1 : 1 1
Ona: ¢'(x)= gcos(x) = lp'(x)| < 3 = VX, Y € IR,|p(x) - p(y)| < §|x— y|
Puisque la suite (u,) est réelle, il vient : [p(u,) — ¢(r)| < %|un — 7|

. T . . 1
Ce qui par multiplications successives membre & membre : |u, — 7| < 3—n|u0 — 7|

6)

Ona: 6(x)=e™* = @'(x)=—-2xe™* ce qui donne le tableau de variation suivant :
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6'(x) + o -

1

6(x)

Il s’en suit : [§(x)| <1= |®(x) - D(y)|<|x—y|.Donc: ® P

7)

Pour 1<t<x ,ona t<t® :je‘tzdtsje“dt
1 1
1 , X , 1 , 1 , X
Déduction : ®(X) = j e Udt+ j e tdt = j etdt<d(x) < j e Udt+ j e ldt
0 0 0 0 1

Or, lim|e'dt=e’ = k< lim®d(x)<k+e™ cequi fallait démontrer.
X—>+00

X—>+00

Exercice 4. Etude de fonction

Montrons que la fonction x — tan x admet une application réciproque notée
Arctan est bijective sur IR

La fonction x — tan x est continue et dérivable sur }— % : %{ eton a:

(tanx) =1+tan® x > 0.De plus limtan x = —o et limtan x = +oo

7
X—>—= X—>=
2 2

.. . . . T
Ainsi, la fonction X tan x est strictement croissante sur }— E ; —[ et

2
par suite, elle admet une application réciproque notée Arctan bijective sur IR

Justifions que Arctan x est dérivable sur IR et calculons (Arctan x)'

VX e }—%%[ tan'x =1+tan? x = 0 donc Arctan est dérivable sur IR et

1

vxelR, Arctan'x = =
tan'(tan™ x) tan'y

1 T T
a\/ecy:tan X€:|—E;E‘:

B 1 1
1+tan’y 14X

b \ 1 —
> D'ou, Arctan'x = >

1+X
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3) Déterminons un prolongement par continuité en O de la fonction

@ definie par p(x) = Arctanx

D, = IR et limp(x) =1 Ainsi, un prolongement par continuité de ¢ ¢

x—0
d(x) = p(x),Vx e IR

en x = O est la fonction @ définie sur IR par
®(0)=1

4) calcul de Arctan''(0) et Arctan'"(0)

VX € IR, Arctan'(x) = >
1+x

La fonction X — est deux fois dérivable sur IR et :

1+ x2

— 2 A
VX e IR,Arctan"(x):% et Arctan"'(x)z6x—223
1+x%) T+ x%)

D’ou: Arctan''(0) =0 et Arctan'"'(0) =-2

3
X
5) Pour x>0, montrons que 0 < X—Arctanx < ?

*La fonction x+— Arctan x est deux fois dérivables sur IR* eton a :
2X
x%)

Arctan''(x) =— a > < 0. Ainsi, la fonction Arctan est située

En dessous de chacune de ses tangents en tout point de IR".La tangente
en 0 a pour équation : y = X .D’ot Arctan x < x soit x— Arctanx>0 VxeIR",

**considérons la fonction F définie sur IR",; par:
3
X
F(x)=x—Arctanx——

4

7. * 1 - X
F est dérivable sur IR"s etona: F'(x)=1- - —x* = > <0.Donc
1+Xx 1+x
F est décroissante sur IR". .De plus, limF(x) =0 et limF(x) =+w.0On ale
x—0" X—>+00
tableau de variation suivant.
X o + 00

F'(x) -
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o

F(x)

3
Ainsi, on peut conclure que : Vx € IR”, 0<x—- Arctanx < 3

2
6) Montrons que 0<1- f(x) < % avec

1_f(x):lj‘ Mdt
X

. t—Arctant _t°
On déduit de la question précédente que : Vte IR:, 0< E— < )

2
:>0j Arctant:|t<_ o<l IM‘M? Osl—f(x)S%

7) déterminons un prolongement par continuité a droite de o de la
fonction f

2 f(x)<1 2
<1-f < — 1-—<f <1
0 (x) =1 (X)>1- % = 3 (x) <1.Par suite,

lim f (x) =1et D, = IR".. Ainsi, un prolongement par continuité a droite de o

x—0"
vxe IR, F(x) = f(X)

de la fonction f estla fonction F, définie par:
Fl (0) =1

*pente de la demi tangente a la courbe représentative de f en ce point

i FO-FO) L f(-1

x—0 Xx—=0 x—0 X

=0 .Ainsi, la pente de la demi tangente a

la courbe représentative de f en ce point est 0

) ¢ Arctan
8) Montrons que six >1, alors J. ctant

dtszlnx
2

dts%j%t:%lnx

i Arctant
1 t

Ona:Arctants% =
1
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9) Montrons que lim f(x)=0

f(x) = 1__J-t—arctantdt_l__J~(1_ ArCtant)dt——I(l— Arctant)dt
XO
1
f(x):—ij'(l— Arctant)dt IArctanthE
X9 1 X
17 Arctant

On peut donc déduire : lim f(x) = lim =

X—>+0 X—>+0 X 1

dt.par ailleurs,

1,[ rctantdt__lnx:> lim (x) =0
)(1 2 X X—>+00

10) On pose g(x) = x*f'(x) pour x > 0. Montrons que

A
rctantdt

g(x) = Arctan x — I

f(x):l—lj — Arctant it
X

Arctant

f estdérivablesur IR etvxe IR, f'(x) = %U (1- )dt — x + Arctan XJ
X 0

f'(x)= —{Arctan X— J-Arcttant dtJ cqfd.

0

11) on pose h(x) = xg'(x).calculde h'(x)

. , . 1 Arctan x —2X X — (1+ x?)Arctan x
M0 = 90+ X9 (%) = (- )+x( X=X j

X (1+x%)? X% (1+ x?)

2x2

D’Ol\l . hI(X) = —m

12) Etude des variations de f et g sur IR".

*Variations de h

X
h(x) =
) 1+ x°
2
limh(x)=0 ; I|m h(x):_f ;h'(x):_L“<o.Ce qui donne le tableau de
x-0° 40 2 (1+x%)

variations suivant
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X o + 0
h'(x) -
o
h(x)
_r
2

**Variations de g

g0 ="

et Iingg(x) =0 etdoncg(x) <0

Or,h(x) <0 = g'(x) < 0.Par suite, g est strictement décroissante sur IR".

***Variations de f

2

f'(x)= )E ) et g(x) <0= f'(x) <0:donc f eststrictemert décroissarte sur IR "+
g(x
Par ailleurs, lim f(x) =0 et lim =1.d’ou la tableau de variation suivant
X—>+00 x—0"
X o + 00

f'(x) -
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1

f(x)

le tracé de la courbe est facile.

Exercice 5 : Partage équitable

Déterminons I}, = {M e P/d(M;C,) =d(M;A}

I, est une parabole ;il faut donc déterminer son équation

Soit M(x,y) € P < d(M,C,) = MC, — R, =/(x+2)% +(y—10)* -1 et
d(M,A) =ly|

M e, & (x+2)% +(y-10)2 —1=y| & (x+2)? +(y -10)? = (y +1)? Cary
>0

& (x+2)% = 22(y—%)

Déterminons T, = {M e P/d(M;C,) =d(M;C,)}

I, est une hyperbole .déterminons son équation Soit
M(x,y)eP < d(M,C,)=MQ, — R, =-/(x+2)% +(y-10)* -1 et
d(M,C,) =+/(x=4)2 +(y—-10)% =2
M eT, < J(x+2)% +(y—10)% +1=+/(x—4)? + (y —10)?

< (x+2)% +(y-10)* =36(x -1)°

o (y—10)? = (5x+8)(Tx—4) < %(x—g)z _ 35 (o102 21

324 324
)
X=oc 2
35) (y-10F

324 324
1225 35

Déterminons T, = {M € P/d(M;C,) =d(M;C,)}
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', estune ellipse .déterminons son équation.

M(x,y) e P < d(M,C,) = MQ, —R, =/(x=4)? +(y—10)> =2 et

d(M,C,) = MQ, —R, = /x? + (y —10)% -8

M eT, < /X2 +(y—10)% —8=1/(x—4)? + (y—10)> -2
< 2X+5=3yx* +(y-10)* < 5(x—2)> +9(y-10)* =45

2 2
L -2 (=107
9 5
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