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EXERCICE 1 : Suite et fonction 

1)  

On a : 1
2

1

6

1
)( 23

3  xxxxP  et 1
2

1 2'

3  xxP  et enfin 1
''

3  xP  

La représentation de la courbe est facile. 

2)   a)soit une fonction polynôme réelle  de degré n 



n

i

i

i xaxP
0

)( , 0na  







1

1

1' )(
n

i

i

i xiaxP  qui est un polynôme de degré n-1  

Donc cette condition n’est pas satisfaisante par une fonction polynôme à variable 

réelle 

b) On a : 

 )(1
2

1

6

1
)(

2

1

6

1
)(

6

1
)( 3

23

1

23

2

3

3 xPxxxxfxxxfxxf   

c) Montrons par récurrence  que : 
n i

n
i

x
xfINn

0

)(,  

On a : 1
!0

)(
0

0

0

0 
x

xf  et 1)(0 xf  

Supposons que : 
n i

n
i

x
xf

0 !
)(  pour .0n Il vient : 




 






1

0

1

0

1

1
!)!1(!)!1(

)()(
n inn in

xx
i

x

n

x

i

x

n

x
xfxf  Donc : 

n i

n
i

x
xfINn

0 !
)(,  

d) 


10

0

10
!

2
)2(

i
f

i

 et )2(
!

2

)!1(

2
)2(' 9

9

0

10

1

1

10 f
ii

f
ii




 


 

D’où : 
14175

4

!10

2
)2()2()2(')2(

10

9101010  ffff  

 

EXERCICE 2 : Plan complexe 
 

Valeurs éventuelles de z telles que  A, B et C ne soient pas distincts deux à deux 
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On a : 





























0)1)(1(

0)1(
3

2

zzz

zz

zz

zz

zz

zz
zzz

CA

BA

CBA  

 

 

 0z  ou 1z  ou 1z  donc  1,0,1z  

Partie  E des points A de P telle que A, B et C soient alignés  

E=












 CBA

AB

AC zzz
zz

zz
PzA ;/)( *  

 

On a : 1
)1(

)1)(1(










z

zz

zzz

zz

zz

BC

AC   car  1,0,1z  

D’où : 













0

1
11 *

y

x
iyxz

zz

zz

AB

AC  

Donc : E= 0et  1 /),( avec ;)( 2  yxyxiyxzPzA  

Montrons que  A, B et C ne peuvent pas appartenir à un même  cercle centré en O 

autre que le cercle de centre  O et de rayon 1 

Pour cela, supposons que A, B et C appartienne au cercle centré en O 

   nnyxn /: 222    et montrons que  1,0n  

 

 


























(1)     

)(

)(

3

2

nznOCC

nznOBB

nznOAA

n

n

n

 

 

(1) 1ou  00)1)(1(3  nnnnnnn  

Conclusion : A, B et C ne peuvent  pas appartenir à un même cercle centré autre que 

les cercles de rayon 0 et 1 

4) On veut que le triangle ABC soit rectangle en C. Montrons que A doit appartenir au 

cercle préciser  àpoint  des privé 
2

1
rayon  deet  )0,

2

1
( centre de   . 

ABC est rectangle en C si et seulement si  *



i

zz

zz

CA

CB  Or 
)1)(1(

)1(2

zzz

zz

zz

zz

CA

CB









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Donc  
2222

22

)1()1(11
  , 1,0,1-

yx

y
i

yx

xyx

iyx

iyx

z

z

zz

zz
z

CA

CB




















  

Donc 
4

1
)

2

1
(00

)1(

2222

22

22
* 









yxyxx

yx

xyx
i

zz

zz

CA

CB  

Conclusion : A doit appartenir au cercle

 1,0,1- affixesd' points des privé 
2

1
rayon  deet  )0,

2

1
( centre de   . 

5) Partie G de P pour que *

Cz  

On  a : )3(3)( 322333 yyxixyxiyxzzC   

Donc 
























  2223

22

*

3

0
ou  

0

0

03

03ou   0

xy

x

y

x

xyx

yxy
zC

 

Conclusion : A doit appartenir à la partie G de P définie par                                                           

G =     22 3et   0ou  0et    0/;)( xyxyxiyxzPzA   

6) Lieu I des points A pour lequel le triangle ABC  est isocèle  

*ABC isocèle en A ssi )1)(1()1( 


zzzzzzzzzACAB CABA  

 

                                                 Or  1)1(11 22  yxz  

**ABC isocèle en B ssi )1()1( 2 


zzzzzzzzBCBA BCBA  

11Or  22  yxz  

***ABC isocèle  en C ssi )1()1)(1( 2 


zzzzzzzzzCBCA CBCA  

Or 
2

1
1  xzz  

Conclusion : I= 









2

1
ou  1ou  1)1/()( 2222 xyxyxPzA  

7) Forme exponentielle des points éventuels a tels que ABC soit équilatéral  

ABC équilatéral ssi 












































































2

3
2

1

2

3
2

1

4

3
2

1

1
2

1

222
y

x

ou

y

x

y

x

yx

x

BCAB

ACAB

BCACAB  
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3

4

3

2

ou     


i

A

i

A ezez   

 

Exercice 3 : Majorations 
 

1)  

On a : yxyfxfIRyx
x

x
xf

x

x
xf 





 )()(,,1

1
)('

1
)('

22
 

2) 

)()()()()()( xyMxGyGxyMMxgMMxg   

yxMyGxGxyMxGyG  )()()()(  

3) 

Soient 1k  et 2k , deux éléments de P .On a : 

  )()()()()())(( 22112121 ykxkykxkykkxkk   

      yxkk  )(
21

  Donc  Pkk  21  

4) 

 yxykxkykkxkk kkk 
211

.)()())(())(( 222121   . Donc, Pkk 21   

 

5) 

On a : yxyxIRyxxxx 
3

1
)()(,,

3

1
)(')cos(

3

1
)('   

Puisque la suite )( nu  est réelle, il vient :   nn uu
3

1
)()(  

Ce qui par multiplications successives membre à membre :   0
3

1
uu

nn  

6)  

On a : 
22

2)(')( xx xexex     ce qui donne le tableau de variation suivant : 

 

 

x                                                     0                                                                 
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)(' x                             +                            0                                  - 

 

 

)(x  

                                                        1 

 

 

 

                                                                                                                                           0                                                                                                                                 

0 

 

Il s’en suit : yxyxx  )()(1)( .Donc : P  

7)  

Pour xt 1   , on a  
 

x

t

x

t dtedtett
11

2 2

 

Déduction : )(x = dtedtexdtedtedte

x

ttt

x

tt


 

1

1

0

1

00

1

0

2222

)(  

Or, 11

1

)(limlim 






 ekxkedte

x

x

t

x
  ce qui fallait démontrer. 

 

Exercice 4. Etude de fonction 
 

Montrons que la fonction xx tan  admet une  application réciproque notée 

tanArc est bijective sur IR 

La fonction xx tan  est continue et dérivable sur 









2
;

2


et on a: 

0tan1)(tan 2'  xx .De plus 

2

tan lim





x

x   et 

2

tan lim





x

x  

Ainsi, la fonction xx tan  est strictement croissante sur 









2
;

2


et 

par suite, elle admet une application réciproque notée tanArc bijective sur IR 

Justifions que xArc tan est dérivable sur IR et calculons )'tan( xArc  

0tan1tan'   ,
2

;
2

2 







 xxx


 donc tanArc  est dérivable sur IR  et









 

 2
;

2
tan avec  

tan'

1

)(tantan'

1
tan'   , 1

1


xy

yx
xArcIRx  

22 1

1

tan1

1

xy 



  D’où, 

21

1
tan'

x
xArc


  
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3) Déterminons un prolongement par continuité en O de la fonction 

x

xArc
x

tan
)(par  définie   

*IRD   et 1)(lim
0


x

x  Ainsi, un prolongement par continuité de    

en x = 0 est la fonction   définie sur IR par 








1(0)

, )()( *IRxxx 
  

4) calcul de )0('tan'Arc  et )0(''tan'Arc  

21

1
)(tan',

x
xArcIRx


  

La fonction 
21

1

x
x


  est deux fois dérivable  sur IR et : 

22 )1(

2
)('tan',

x

x
xArcIRx




  et 

32

2

)1(

26
)(''tan'

x

x
xArc




  

D’où: 2)0(''tan'et    0)0('tan'  ArcArc  

5) Pour ,0x montrons que 
3

tan0
3x

xArcx   

*La fonction xArcx tan  est deux fois dérivables sur IR* et on a : 

22 )1(

2
)('tan'

x

x
xArc


 < 0. Ainsi, la fonction tanArc  est située  

 En dessous de chacune de ses tangents en tout point de IR*.La tangente 

en 0 a pour équation : xy  .D’où  *    0tansoit    tan IRxxArcxxxArc  

**considérons la fonction F définie  sur  IR*
+ par : 

3
tan)(

3x
xArcxxF   

F est dérivable sur IR*
+ et on a : 0

11

1
1)('

2

4
2

2










x

x
x

x
xF .Donc 

F est décroissante sur IR*
+ .De plus, 0)(lim

0


x

xF  et  
x

xF )(lim .On a le 

tableau de variation suivant. 

 

 

x  0                                                                                      +                                      

)(' xF                                                     - 
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)(xF  

0 

 

 

 

 

 

-  

 

Ainsi, on peut conclure que :
3

tan0   ,
3

* x
xArcxIRx   

6) Montrons que 
9

)(10
2x

xf   avec 

0,  
tan1

)(1
0




  xdt
t

tArct

x
xf

x

 

On déduit de la question précédente que : 
3

tan
0  ,

2
* t

t

tArct
IRt 


   

9
)(10

9

tan1
0

9

tan
0

22

0

3

0

x
xf

x
dt

t

tArct

x

x
dt

t

tArct
xx







 

 

7) déterminons un prolongement par continuité à droite de 0 de la 

fonction  f  

1)(
9

1

9
1)(

1)(

9
)(10

2

2

2













 xf
x

x
xf

xf
x

xf  . Par suite, 








*

0

et  1)(lim IRDxf f
x

.  Ainsi, un prolongement par continuité à droite de 0 

de la fonction f  est la fonction  F1 définie  par : 






 

1)0(

)()(,

1

1

*

F

xfxFIRx
 

*pente de la demi tangente à la courbe représentative de f en ce point  

0
1)(

lim
0

)0()(
lim

0

11

0









 x

xf

x

FxF

xx
 .Ainsi, la pente de la demi tangente à 

la courbe représentative de f en ce point est 0 

8) Montrons que si xdt
t

tArc
alorsx

x

ln
2

tan
    ,1

1


   

On a :
2

tan


tArc  xdt
t

dt
t

tArc
xx

ln
2

1

2

tan

11


   
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9) Montrons que 0)(lim 


xf
x

 

 




xx

dt
t

tArc

x
dt

t

tArc

x
dt

t

tt

x
xf

1

1

00

)
tan

1(
1

)
tan

1(
1

1
arctan1

1)(  

x
dt

t

tArc

x
dt

t

tArc

x
xf

x
1tan1

)
tan

1(
1

)(
1

1

0

   

On peut donc déduire : 


x

xx
dt

t

tArc

x
xf

1

tan1
lim)(lim .par ailleurs, 

0)(lim
ln

2

tan1
0

1


 xf

x

x
dt

t

tArc

x x

x


 

10) On pose .0pour   )(')( 2  xxfxxg Montrons que 



x

dt
t

tArc
xArcxg

0

tan
tan)(  

.  
tan1

1)(
0

dt
t

tArct

x
xf

x




  

 














  xArcxdt

t

tArc

x
xfIRxf

x

tan)
tan

1(
1

)(',et  IRsur  dérivableest   
0

2

**  

cqfd.  
tan

tan
1

)('
0

2 












 

x

dt
t

tArc
xArc

x
xf  

11) on pose )(' de calcul ).(')( xhxxgxh   























)1(

tan)1(

)1(

2
)

tan

1

1
()('')(')('

22

2

222 xx

xArcxx

x

x
x

x

xArc

x
xxgxgxh  

D’où :   
22

2

)1(

2
)('

x

x
xh


  

12) Etude des variations de f et g sur IR*
+  

*Variations de h  

xArc
x

x
xh tan

1
)(

2



  

0
)1(

2
)(';   

2
)(lim ;  0)(lim

22

2

0





  x

x
xhxhxh

xx


.Ce qui donne le tableau de 

variations suivant 
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x   0                                                                                                                         +  

)(' xh                                                                 - 

 

 

 

)(xh  

 

 

 

 

0 

 

                                                                                                                              

 

                                                                                                                 
2


                          

 

 

 

**Variations de g 

 

0)('0)(Or,   
)(

)('  xgxh
x

xh
xg .Par suite, g est strictement décroissante sur IR*

+ 

et 0)( doncet   0)(lim
0




xgxg
x

 

 

***Variations de f 

 *
2

IRsur  tedécroissant strictemenest  f donc:0)('0)(et    
)(

)(' xfxg
xg

x
xf  

Par ailleurs, 1limet   0)(lim
0


 xx
xf .d’où la tableau de variation suivant  

 

 

 

 

 

 

 

 

x   0                                                                                                                         +  

)(' xf                                                                                                                                - 
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)(xf  

 

 

 

 

1 

 

                                                                                                                              

 

                                                                                                                        

 

0 

 

le tracé de la courbe est facile. 

 

Exercice 5 : Partage équitable 
 

Déterminons   ;();(/ 11 MdCMdPM  

1  est une parabole ;il faut donc déterminer son équation  

Soit 1)10()2(),(),( 22

111  yxRMCCMdPyxM  et 

yMd ),(  

22222

1 )1()10()2(1)10()2(  yyxyyxM  Car y 

> 0 

          )
2

9
(22)2( 2  yx  

 

Déterminons  );();(/ 212 CMdCMdPM    

2  est une hyperbole .déterminons son équation Soit 

1)10()2(),(),( 22

111  yxRMCMdPyxM  et 

2)10()4(),( 22

2  yxCMd

2222

2 )10()4(1)10()2(  yxyxM   

222 )1(36)10()2(  xyx  

1)10(
324

35
)

35

38
(

324

1225
)47)(85()10( 222  yxxxy  

 
1

35

324

10

1225

324

35

38
2

2

















y

x

 

Déterminons  );();(/ 323 CMdCMdPM   
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3   est une ellipse .déterminons son équation. 

 

2)10()4(),(),( 22

222  yxRMCMdPyxM  et 

8)10(),( 22

332  yxRMCMd  

 

2)10()4(8)10( 2222

3  yxyxM   

45)10(9)2(5)10(352 2222  yxyxx  

1
5

)10(

9

)2( 22








yx

 


