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EXERCICE 1 

Calcul de I =  dxxx )sin(1ln)sin(
3/

6/





 

 

Posons   u(x) = ln (1-sin(x))               u’(x) = 
)sin(1

)cos(

x

x




                  u’(x) =  

)sin(1

)cos(

x

x


 

               v’(x) = sin (x)                     v(x) = - cos(x)                      v(x) = -cos’x) 

 

 

I = 
3/

6/
)(')(




xvxu  = )()(

3/

6/
xvxu




 - 

3/

6/
)()('




dxxvxu  

  = ))sin1ln()cos((
3/

6/
xx 




 +  dx

x

x
 

3/

6/

2

1)sin(

)(cos


 

 = - ½ ln (1- 
2

3
) + 

2

3
ln (1 – ½) + dx

x

x
 

3/

6/

2

1)sin(

)(1 sin


 

=- ½ ln (1- 
2

3
) + 

2

3
ln (½) - dx

x

xx
 

3/

6/ 1)sin(

)sin1)(sin1(


 

=- ½ ln (1- 
2

3
) + 

2

3
ln (½) ][ 3

6

cos


xx   

            I=- ½ ln (1- 
2

3
) + 

2

3
ln (½)

2

31

6





 

 

 

EXERCICE 2 

npdxxp
n

pI   0
0

 

1) Montrons que II pnp 
  

dxxpn
n

pnI  
 0

   posons u=n-x 
dudx

dxdu




 

 

Pour x=0  u=n 

Pour x=n  u=0 
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Donc duup
npnI  



0

 

                                       duup
n

pnI  
 0

 

 

 

2) Calculons Ip  en fonction de n et p 



pn
n

p

p
p

pn
np

p

px
xx

px

dxpxdxxpdxxp

I

I

p

n

p

p

n

p

pn

p







 

2

²
²

²
2

²

2

²

2

²
²

2

²
[

2

²

)()(

]]
0

00

 

 

3) Montrons par récurrence sur n  dans IN* que )12)(1(
6

1
²

0






nnnp
np

p

 

Pour n=1   321
6

1
1²

1

0






p

p

p  

 

Supposons que pour )12)(1(
6

1
²1

0

 




nnnpn
np

p

et montrons que  

)32)(2)(1(
6

1
²

1

0






nnnp
np

p

 

 

 

)32)(2)(1(
6

1

)67²2)(1(

1)²2(
6

1
)1(

)²1()12)(1(
6

1

)²1(²²
0

1

0


























nnn

nnn

nnnn

nnnn

npp
np

p

n

p
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Donc )32)(2)(1(
6

1
²*

1

0

 




nnnpINn
np

p

 

4) Déduisons en 




np

p
pI

0

 

 

)12)(1(
6

1

2

)1²(

2

²)1(

²
2

²

²)
2

²
(
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
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



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
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




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
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
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)12)(1(
6

1

0






nnn
np

p
pI  

 

 EXERCICE 3 

1) Calculons POPL


.  en fonction de a. 

2

²
.

3
cos²

),cos(.

a

a

POPL

POPL

POPLPOPL












 

2) Montrons que (PL) et (YO) sont deux droites orthogonales 

00

..

).(.











YOJLYOPJ

YOJLPJYOPL

 

 

Donc (PL) et (YO) sont deux droites orthogonales 

 

 

3) Montrons que  (IJ) ┴   (YO). 
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

IJ .


YO  = (


IP +


PJ ).


YO  Or 


IP  = 


 PL
2

1
 

                 = (


 PL
2

1
+



PJ ).


YO  

                  = 


 PL
2

1
.



YO + 


PJ .


YO  = 0 d’où  (IP) ┴  (YO) 

4) Justifions que (PG) ┴  (YO) 



PG .


YO  = (


PJ +


JG ).


YO  

    = 


PJ .


YO  +


JG .


YO  = 0   )(PG ┴  (YO)        (1) 



PL .


PO  = 
2

2

a
   



PL . (


PL +


LO ) = 
2

2

a
 

     


PL .


LO  = 
2

2

a
- PL2 

     (


GLPG ).


LO  = - 
2

2

a
 

     


PG .


LO  = - 
2

2

a
- GL.LO.cos (

6

5
) 

     


PG .


LO  = - 
2

2

a
 + 

2

2

a
 = 0   (PG) ┴  (LO)       (2) 

(1) et (2)   )(PG ┴  (LYO)  

5) Montrons que  


 GPG
4

1
 

 


 0)1,(),1,(),1,(),1,( YLOPYLOPbar  

. 

                                                    





04

0

 GYGLGOGPG  

      

 

 

       



 GPG
4

1
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6) Calculons P  




GPGP P 2 = PG2+G 2+2PG.G . )2cos(   

         = 16G 2+G 2-8G 2 

         = 9G 2 

G 2 = P 2 - 
24

22

aa
       G 2 = P 2 -  a2/5      

  

                    PΩ2 = AΩ2  + a2/3 

 

                     PΩ2  = PΩ2/9 + a2 /3 

      

On a donc   PΩ = a
4

6
 

       

7) Calculons une valeur approchée de l’angle PΩL 

Considérons le triangle PΩL ; on a : 

PL²=PΩ²+ΩL²-2PΩΩLcos PΩL 

Donc cos PΩL=
3

1

²2

²
1 




P

PL
 

                                                     PΩL=109° 

 

Exercice III  

1) *
²

ln
: IRx

x

x
xf   

Etude de f 




)(0)( limlim xfxf
xx
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f est continue et dérivable sur IR*+ et   *IRx  

3

ln21
)('

x

x
xf


           exxf  0)('  

 

Pour  0)(' xfex f est croissante sur  e,0  

 

Pour  0)(' xfex f est décroissante sur  ,e  

Tableau de variations 

 

 

 

 

 

 √e 

 

                                                         - 

 

  

 

 

Branches infinies 

C f
x




0lim admet une asymptote d’équation y=0 au voisinage de +∞. 

 

2)   

 

                                        

 

 

 

 

1/e 

x 

f’(x) 

f(x) 

0 +∞ 

+ 

- 

-∞ 0 

e

1
 

 0  ! 

1.6 

    

f(x) 

x 

  0         

- 
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3*)    Montrons que *INn  f(n)(x)= 
2

ln



n

nn

x

xvu
    où  u1 =1 et un+1=vn-(n+2)un 

                                                                                            v1=-2 et vn+1=-(n+2)un 

 

Raisonnons par récurrence : 

 

Pour n=1 on a f1(x)= 21

11

213

lnln21ln21










x

xvu

x

x

x

x
 

 

Supposons que f(n)(x) =
2

ln



n

nn

x

xvu
 pour n 1 et montrons que f(n+1)(x)= 

3

11 ln


 
n

nn

x

xvu
 

 

 

 

f(n)(x)= 
2

ln



n

nn

x

xvu
    = f(n+1)(x) = 

  
42

11 2ln


 
n

n
nnn

n

x

xxxvuvx
 

 

                                                     = 
   

3

ln22



n

nnn

x

xvnvun
 

 

 

    f(n+1)(x)= 
3

11 ln


 
n

nn

x

xvu
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Donc   *INn     f(n)(x)= 
2

ln



n

nn

x

xvu
     

 

 

 

4)            Calculons vn en fonction de n. 

 

on a v2=-3v1 

        v3=-4v2 

         . produit membre à membre  
 

2

)1(...4321 1

1
vn

v

n

n






     

         . 

         vn=-(n+1)vn-1                                                                       )!1()1(  nv n
n      

 

 

 

 

 

5)   Montrons que 









 

1

1
...

2

1
)!1()1( 1

n
nu n

n    

 

Par récurrence: 

Pour  n=1      on a       (-1)² (2!) (1\2)=1  et un =1 

 

Pour n 1 supposons que 









 

1

1
...

2

1
)!1()1( 1

n
nu n

n    

            

         et montrons que  









 


2

1
...

2

1
)!2()1( 2

1
n

nu n
n    
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On a un+1= vn – (n+2) un  

                = (-1) n (n+1)! - (n+2) 









 

1

1
...

2

1
)!1()1( 1

n
nn  

                 

                = (-1) n (n+1)! + 









 

2

1
...

2

1
)!2()1( 2

n
nn   

 

                 = 












 

1

1
...

2

1

2

1
)!2()1( 2

nn
nn  

 

 

 

Donc *INn           









 

1

1
...

2

1
)!1()1( 1

n
nu n

n    

 

 

 

 

Exercice V. 

 

1*)- 
 

4

231

2

4 baizz
z BA

I





    

 

        
 

4

231

2

4 cbizz
z CB

J





    

 

        
 

4

231

2

4 acizz
z AC

K





    
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d'où  

 

 
 

4

231 bai
z I


   ;    

 
4

231 cbi
z J


  ;     

 
4

231 aci
zK


    

 

 

 

2*)            Montrons qu'un argument de (IJ, IK) est indépendant de a, b et c. 

On a: 

Arg (  KIJI


,  = arg 












ZKZJ

ZIZL
 

                   

                   =arg
   
    













baicbi

baiaci

231231

231231
 

                   

                  =arg
      

    


















bcabi

baaci

i

i

231

231

31

31
                    

 

 =arg
     

     













bciabi

baiaci

312312

312312
 

                    

                     =arg
     
     











313124312

3131231

icibai

icibai
 

 

 

 =arg
 













 

2

31 i
= 

3


 

 

 

3)  Montrons qu'il existe une rotation qui transforme I en J et J en K et déterminons 

ses caractéristiques. 
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D'après 1) zk- zi= 3


i

e  ( zj- zi) 

                 IJK est un triangle équilatéral 

                 IJ=IK et mes  KIJI


, =ei

3


 

                    une rotation qui transforme I en J et J en K. 

Son angle est  
3

2
           et son centre est w qui vérifie 

Zj-w= ei(
3

2
)(zi-w)   w(ei(

3

2
)-1)=  ei(

3

2
)-zj 

                                          

                                              w
   

4

231

4

231

2

3

2

1

2

3

2

3 cbibai
ii
















 




























  

                               

                                                              =
    

4

32

8

3231 ibbaiabai 



 

  

  

 =
 

4

3232 ibabibba 
 

 

             w=
2

2 ba 
  

 

 

4)             a)      Montrons que si a=0 et b 0 avec arg    


2mod
3

b  c IR+ 

 

               zi = zk 
   

4

231

4

231 acibai 



          or a=0 
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                            
c

ib
cib 




4

312
312  

 

                             c= b ei
3


.ei

3


  = b    

            donc c *IR  

 

                 b)       Montrons que si a et b sont quelconques  .AB'C'A   

 

              zI=zK       zA’ + zB = zC’ + zA  

                              zC’ – zA’ = zB - zA 

                              .AB'C'A   

           Déduisons-en la nature du triangle ABC. 

    .AB'C'A   or A’ = r(A) et C’ = r(C)  

                         mes ( )'C'A,AC = rad
3


 et AC = A’C’. 

                         mes ( )AB,AC = rad
3


 et AC = AB. 

 

                           

 

Calculons c en fonction de a et b. 

 ABC est équilatéral    3


i

CA

BA e
zz

zz





 

                                    a – b =  )ca(e
i

3



 

                                    (a – b) 3


i

e


= a – c 

                                     a ( 3


i

e


-1) -b 3


i

e


 = -c 

                                      a ( c)i(b)i 
2

3

2

1

2

3
1

2

1
 

ABC est un triangle 

équilatéral. 
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                                     c = a ( )i(b)i
2

3

2

1

2

3

2

1
  

      

                       

 

 

c =  33


ii

beae


  


