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CORRIGE de mathématique ENSP Yaoundé 2004
EXERCICE 1

Calcul de T = | sin(x) In(L—sin(x))dx

B e () = —cos(x) () = cos(x)
Posons u(x) = In (1-sin(x)) u'(x) —l—sin(x u'(x) s Sin(x)
V' (x) = sin (x) v(x) = - cos(x) v(x) = -cos’x)

1= [T u0ov 0 = u(XV(X)", - [ u(avixox

- (~cos(x) In(l—sin X)) + [°C0S Wy,

716 sin(x) —1
l-gin’
—-oIn (1- £)+£ln(1 )+j’3de
716 sin(x) —1
— 1 In (1- £)+ «/51 (Vo) - rlz(l smx)(1+smx)d
2 2 sin(x) —1
=-141n (1- §)+ \/Zgln(l/z) [x cosx]
I=- 12 1n (1- £)+ﬁ1 ()~ + 2‘/3
EXERCICE 2
:Jj‘p—x dx 0<p<n
1) Montrons que l.=1..,
_J'n‘n— — X [dx OSONS U=DX du=—dx
o P P - = dx=-du

Pour x=0 u=n

Pour x=n u=0
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Donc |, = I:—‘p—u du

= [ L

2) Calculons I, en fonction de n et p

| p:mp_x |dX:IOp(p—x)dX+j:(X— p)dx

= x-X p+[X—2— x]
=[P > b5 p )
p2 n2 p2
=p2——+——pn—-——+ p2
p 5> 5 P > p
n2
- N2+ _
| =p?+=—pn

p=n
3) Montrons par récurrence sur n dans IN* que 2 p2 = 1n(n +1)(2n+1)
p=0

p=1
Pour n=1 Zp2=1:%x1x2x3

p=0

p=n
Supposons que pour n>1 Z p? = %n(n +1)(2n+1) et montrons que
p=0

pzznjl p2= %(n +1)(n+2)(2n+3)

n+1 p=

> pz:i p2+(n+1)?
p=0

p=0

= %n(n +D)(2n+1) + (n+1)2

=(n +l)(%(2n2+ n)+n +1j
=(N+1)(2n2+7n+6)

= %(n +1)(n+2)(2n+3)
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p=n+1
Donc VnelIN* > p2= %(n +1)(n+2)(2n+3)

p=0

p=n
4) Déduisons en )_ | .
p=0

Il
>

p p=n

2 (

-0

I,

p=0

— pn+ p?)

he}
N3

=}
N

=N p=n p=n

n
=) ——n) p+ ) p?
2 p=0 p=0

p
2 2
_ +21)” _n (”; ) +%n(n +1)(2n+1)

1l
o

| = %n(n +1)(2n+1)

EXERCICE 3

1) Calculons P_i_ : Pb en fonction de a.
PL.PO =PLxPOxcos(PL ., PO)

— a2cos™
- - a2
PL-PO=-
2) Montrons que (PL) et (YO) sont deux droites orthogonales

PL.YO = (PJ + JL).YO
- PJ .YO+JLYO
=0+0

Donc (PL) et (YO) sont deux droites orthogonales

3) Montrons que (IJ)L (YO).
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13 YO = (IP +PJ).YO Or IP :—%I;L

4)

+PJ).YO

I\Jll—\

(-

PL.YO+ PJ.YO = o dod (IP)L (YO)

NII—\

4) Justifions que (PG) L+ (YO)
PG.YO = (PJ +JG).YO
= PJ.YO +JG.YO =0 = (PG)L (YO) (1)

2 2
P—>L—> aj%(P_)L —>)=a.7

2
— PL.LO = %—PL2

N

— (PG+GL).LO =- %

2
= P?S . fo =- %— GL.LO.cos (5?”)

— PG.LO :-%+%:0:(PG)l (LO) (2)

(1) et (2) = (PG)L (LYO)

5) Montrons que GQ = %GP

-

Q=bar{(P.D),(0),(LD),(Y 1)} = QP+ Q0+ QL+ QY =0

& 4GQ+GP+GO+GL+GY =0
%f—/

N

0

GO=1GP
= 4
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6) Calculons PQ

PO = PG+GQ < PQ2 = PG2+GQ 2+2PG.GQ . cos(27)
=16GQ2+GNQ2-8G Q2

=9GQ2

2
GQ2=PQ> %

2
_i@ GQ2=PQ2- a2/5

< PQ2=A02 +a2/3

< PQ2 =PO2/9 +a2/3

6

On adonc PQ = a

7) Calculons une valeur approchée de I'angle PQL
Considérons le triangle PQL ; on a :

PL2=PQ2+Q1.2-2PQQOLcos PQL

2
Donc cos PQL=1- PL :_1
2P02 3
PQL=109°
Exercice I11
1) f ZXHIn—X xelR*
X2

Etude de f

limf®=0 |im f(x)=-=

X—>+0 X—>+0
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f est continue et dérivable sur IR*+ et Vxe IR*+

, 1-2Inx
f(X):—3
X

Pour x < \/E

Pour x > \/E

f'(X)=0=x=+/e

f'(xX) >0 =—festcroissante sur bl \/a

f'(xX)<0 = festdécroissante sur j\/5+ool

Tableau de variations

f(x) 1
e
X 0 +oo
Ve
f(x) o

) 0

Branches infinies

||m =0 = C . admet une asymptote d’équation y=0 au voisinage de +.

X—>+0

2) 1(x)
A
1/e
0 ' >
1.6
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+Vv, Inx
3*) Montrons que Vn e IN * f{®)(x)= T X0 +nz ou Ui =1 et Un+1=Vn-(N+2)Un

vi=-2 et Vn+1=-(Il+2)lln

Raisonnons par récurrence :

1-2Inx 1-2Inx u; +v;Inx
x3  xl2 x1+2

Pour n=1 on a fi(x)=

U, +V, Inx

— pour n>1 et montrons que f+)(x)=

Supposons que f®(x) =

un+l + Vn+l In X
Xn:3

+V, Inx

u n+l _ n+l
fim(x)= — v, — (U, +v, Inx)x+2)x

X2n+4

= fnr)(x) = X

Xn+2

_(n+2)u, +v, —(n+2), Inx

Xn+3

f(n+1)(x)= un+l + Vn+l In X
Xn:3
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U, +v, Inx

Donc VnelN* {0)(x)= Tz
4) Calculons vn en fonction de n.
on a va=-3vi

V3=-4V2

) (-1)"'2x3x4x..x(N+1)xV,
produit membre 8 membre < Vo = 5
Vn:-(n+1)Vn-1 <>V, = (_1) " (n + 1)'

1 1
u, ="+ = +...+—
5) Montrons que =)™ ( )(2 - 1)

Par récurrence:

Pour n=1 ona (-1)2(2!)(1\2)=1 etun=1

1 1
Pour n>1 supposons que Un = (D" (n+ 1)!(5 +ot —j

1 1
Uy =ED2(0+2)N =+ +——
et montrons que Una = (=1D)"?( )(2 n+2j
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On a un+1= von — (n+2) un
1 1

= (-1)2(n+1)! - (n+2) (-)"*(n +1)!(— +..+ —)
2 n+1

=(-1)r(n+1)! + ()2 (n+ 2)!(1 +..+ i)
2 n+2

1 1 1
=-D)"?(n+2)| ——+=+...+——
D )(n+2 2 n+1j

1 1
Donc VnelIN * u, =)™ (n +1)!(—+... +—)
2 n+1

Exercice V.

Zp +1p (1+i\/§)a+2b
1*)_ ZI = > = 4

N~ Zp, + Zc =(1+i\/§))+2c

2 4

IRIYEEN _(1+i\/§)c+2a
« =

2 4
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d'ou
!1+i\/§)§+2b !1+i\/§l_3+2c !1+i\/§}_:+2a
1= ; 4= ;o Ik =
4 ’ 4 4
2%) Montrons qu'un argument de (1J, IK) est indépendant de a, b et c.
On a:
= = ZL-7ZI
Arg (\1J,IK ) =ar
(19, 1K) g(ZJ ~ZK j

Cur [(1+I\/_)c+2a (+iv3a- Zb}
(L+ivab+2c—(L+ivaja-2b

205,05l
LHI L+iv3)b—a)+ b)}

ar {—2(1+i\/§Xc—a)+2(1+i\/§Xa—b)}
T ol iva)b—a)+ 2l+ iv3)c - b)

O\ { ((—i\/_)a 2b+(1+i\/_)CX1+i\/_)}
2 —I\/_)a 4b+2(1+|\/_):x1+|\/_)

3) Montrons qu'il existe une rotation qui transforme I en J et J en K et déterminons
ses caractéristiques.
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iZ
D'apres 1) zk- zi= e 3 ( zj- zi)

< IJK est un triangle équilatéral
< 1J=IK et mes (Ij, IK)=ei%
< 3 une rotation qui transforme I en J et J en K.

2 g
Son angle est ?ﬂ et son centre est w qui vérifie

Zi-w= ei(%”)(m-w) @w(ei(%”)-l)= ei(%”)-Zj

@W(_EHEH_%H %J((l+i\/i)a+2bJ_(1+i\/i))+2c

(—1+ i\/§Xa+ 2b+ ia\/§)_ (2a+b)+iby/3
8 4

_—(2a+b)+ibv3—b—2a—ibv3

4
—-2a-b
W=
2
4) a) Montrons que sia=0 et b# 0 avec arg(b)= % mod(27) ceIR+
Zi:ZkC>(1+|\/§4)a+2b:(1+|\/§4>c+2a or 4=0
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<:>2b=(1+i\/§)c<:>&1;i—\/§)=c

< c=[h ei%.ei—% = o)

donc ce IR;

b)  Montrons que si a et b sont quelconques AC' = AB.

ZI=ZK <> ZAN+ZB=7ZC + ZA
& Z0—ZAN=7ZB-ZA
< AC =AB.
Déduisons-en la nature du triangle ABC.

AC =AB.orA = r(A) et C =r(C)

= meS(E,AC'): %rad et AC=AC.

= mes(ﬁ,ﬁ): %rad et AC = AB.

ABC est un triangle

Calculons c en fonction de a et b.

LT
In—1g _ e'§

Zpn—Z¢

ABC est équilatéral <

ea-b= e3(a=c)
<:>(a—b)e_i5:a—c
o a(e 3-1)-be 3 =

J3 J3

1 VK] 1 .
——1-i—)=-b(==-i—)=-
<:>a(2 |2) (2|2) c
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V3. .1 43
7)+b(§—|—)

1 .
S ce=a(=+i
2 2

T LT

if
c= ae?d +be 3
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